TEORIA LUI GALOIS

I ELEMENTE ALGEBRICE SI TRANSCENDENTE.
EXTINDERI ALGEBRICE

Definitie. Daca K si k sunt doua corpuri astfel incat k este un subcorp al lui K, spunem

ca K este o extindere a lui k si se noteaza: kc K.

Fie k un corp, K o extindere a sa §i M o submultime a lui K. Intersectia tuturor
subcorpurilor lui K care contin pe k si submultimea M, este un subcorp al lui K si o
extindere a lui k care contine multimea M. Acest subcorp al lui K se noteaza cu k(M) si
este corpul obtinut prin adjunctionare la k a elementelor multimii M. Corpul k(M) este
corpul de fractii al inelului k[M] generat peste k de multimea M.

Fie I o multime; notam cu k( X; I) corpul sdu de fractii; acesta poate fi privit
ca obtinut prin adjunctionare la k a nedeterminatelor Xj,iel.
Definitie O extindere K a unui corp k se numeste de tip finit daca existd o submultime
finitd M a lui K, astfel incat k(M) = K.
Daca existd un element x € K astfel incat K =k(x), atunci K se numeste
extind ere simpla a lui k.

FieKuncorpsi ¢, a,, ...., &, numere complexe arbitrare. Considerdm
toate corpurile care sunt extinderi ale lui K si care contin numerele ¢,, «,,....,a, .
Asfel de corpuri existd, deoarece, de exemplu, printre acestea se afla corpul C al
numerelor complexe. Intersectia tuturor acestor corpuri este, de asemenea, un corp si

este cea mai mica extindere a lui K, ce contine numerele «,, «,,....,a, ; se noteaza cu

K( ¢, a,,....,a,) si se numeste extinderea generata de numerele ¢, «,,....,, .
O extindere K a lui k se numeste finit generati, daca existd elementele «,,

a,,...,a,,astfelincat K=k ( «,, a,,....,a,).Se verifica usor ci:

Dk( a, a,,.....a,) =k, daca si numai dacad «,, a,,....a, €k;

Dk(ea, ay,....0,)=k( a,,.....;a;) (« ,a, ) pentruorice 1 < 1 <n;
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3) Daca K este o extindere finitd a lui k cu baza «,, a,,....,a, , atunci K=k( ¢,
a,,....,a, ), adicd este finit generata.

Notamcu k[ ¢,, a,,.....,a, ] ={xeClexistaf ek[ X, X,],x=f ¢,,......,a,) }.
Se observacd k[¢,, a,,.....,a, ] este un subinel al lui C si este cel mai mic subinel al
lui C care contine corpul k si elementele «,, «,,....,a, sica

kl e, a,,....,a, ] ck(a, a,,....... ,a, ).



Propozitie. Fie k < K o extindere de corpuri. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
1) k( K) =K, iar k( M) =k daca si numai daca submultimea M este din k.
ii ) Dacd M si N sunt doud submultimi ale lui K, atunci k ( MU N)=k(M)(N)=
=k( N)(M).
iii ) Dacd {M;};e este un system de submultimi ale lui K filtrant la
dreapta(adicd pentru orice 1,j €1, exista 1 eI astfel incat M; < M; si M;
=M) si M=| M, , atunci k(M) = | Jk(M,).
iel iel
Demonstratie.

Afirmatiile 1) si ii) rezulta direct din definitia de mai sus. Pentru
demonstrarea afirmatiei din iii) este suficient sd observam ca deoarece sistemul {
M;},i€l este filtrant la dreapta, U k(M) este un subcorp al lui K.

iel
Comentarii. In conditiile teoremei , se noteaza de obicei cu k( M, N) corpul k(M UN).
Definitie .O extindere K a corpului k se numeste finita, daca exista in corpul K un
numdr finit de elemente ¢, «,,....,, astfel incét orice element S €K se

scrie in mod unic sub forma unei combinatii liniare de elemente, cu coeficienti in corpul
k: g =a Q. A8 L, 81,82, 80 ek. Sistemul de elemente «,, 1 € {1,....,n}, care are

aceasta proprietate se numeste baza a extinderii K peste corpul k.Sistemul de elemente
a,,.....,a, este o bazd a lui K peste k, daca:

1) genereaza liniar extinderea K peste k.
2) sunt liniar independente peste corpul k.
Propozitie. Fie K o extindere a corpuluik si «,,....,, , 0 baza a lui K peste k. Daca

Bis....., B, , sunt elemente din K, astfel incat m>n, atunci exista by,
by,....,bme K, nu toate nule, astfel incat: b; Bt +bm B, =0.

In particular, rezulti ca doua baze ale lui K peste k au acelasi numar de
elemente.
Definitie. Se numeste gradul extinderii K peste k, numarul elementelor dintr-o baza
arbitrard a lui K peste k, si se noteazi [K : k.|
Observatii. 1) [ K: k] =1, daca si numai daca K =k.
Intr-adevar, daca K =k, atunci [ K: k ]=1,deoarece 1 este o baza a extinderii
K peste k. Reciproc, presupunem [ K:k |=1; fie { & } o baza a lui K peste k. Atunci
existd un a ek, astfel incat 1=a« . Deci @ = a™"de unde rezultd cd o ek si deci K =k.
2) Daca K este o extindere finitd a lui k, [ K : k ] este egal cu dimensiunea
lui K peste k, considerat ca spatiu vectorial.
Propozitie. Fie k cK <L, extinderi de corpuri. Daca K este extindere finitd a lui k si L
extindere finitd a lui K, atunci L este extindere finita a lui k si in plus
[K:k][L:K]=[L :k](tranzitivitatea extinderilor finite ).
Definitii. 1) Fie K un corp. Un numar complex « se numeste algebric peste K, daca
existd un polinom nenul f € K[ X ], astfel incat f( & ) =0.
2) Un numar comlex « care nu este algebric peste K, se numeste
transcendent peste corpul K.
3) Un numar complex « , care este algebric ( respectiv transcendent ) peste
corpul numerelor rationale Q, se numeste simplu numar algebric ( respec-
-tiv numar transcendent ).
4) Dacd « este algebric peste K, polinomul unitar nenul f € K[ X ] de grad



cel mai mic, astfel incat f (« ) = 0, se numeste polinomul minimal al
hia.
Observatii. 1) Polinomul minimal al lui & este unic determinat.
2) Polinomul minimal este ireductibil.
Definitie. O extindere K a lui k se numeste algebrica daca orice element al lui K este
algebric peste k.

Exemple : 1) Numarul V2 este algebric peste corpul Q, deoarece este radacina
polinomului X* -2 € Q [ X ], care este si polinomul sdu minimal.

2) Numarul V2 +4/3 este algebric peste corpul Q, deoarece este radacina
polinomului X*—10X*+1 €Q [ X ], care este si polinomul sdu minimal.

3) Corpul numerelor complexe C este o extindere algebrica a corpului
numerelor reale R. Intr-adevir, daci z =a+ib, este un numar complex, atunci z este
radicina polinomului: X* — 2aX + ( a*+b*) eR [ X ]. Deducemca [ C : R] =2.

4) Numerele complexe i = \/—_1, \/—_2, 4\/—_3, \/—_5, ( 1+ \/5)/2, sunt
numere algebrice, deoarece ele sunt respective radicini ale polinoamelor din Q [X ]: X
+1, X242, X3, X235, X2+X+1.
5) Numerele e, 7 sunt transcendente peste corpul numerelor rationale Q.
Propozitie. Daca K este o extindere finitd a lui k, atunci K este algebrica peste k.
Demontratie:Presupunem can=[ K : k ] si fie & € K. Consideram
elementele: 1, a, a?,.....,a", care sunt in numar de n+1. Atunci exista ao, ai,...,an €K,
nu toate nule, astfel incat agta; o +ar g2 +.....Fan " = 0.Polinomul f = ag+a; X+....+a, X"
apartine lui k [X ], si este nenul. Cum f{' « )=0, inseamna ca o este algebric peste k.
Propozitie. Fie K un corp si & un numar complex algebric peste K. Atunci K( & ) este o
extindere finitd a lui K i [ K(« ) : K] este egal cu gradul polinomului
minimal al lui & . Inplus, K( @) =K[a ], unde K[a ] ={g(a )/ geK[X] }.
Corolar. FieK=k( «,,...,a,) sl «,,...,a, algebrice peste k. Atunci K este o
extindere finitd a lui k.In plus, k( o, , ...,a, )=k [ a,,....a, ].
Corolar. Daca K este o extindere algebrica si finit generata a lui k, atunci K este o
extindere finita a lui k.
Corolar. Daca E este o extindere algebrica a lui K si F este o extindere algebrica a lui
E, atunci F este o extindere algebrica a lui K.
Definitie. Fie k un corp si K o extindere a sa. Corpul k este algebric inchis 1n K, daca
orice element din K, algebric peste, apartine lui k. Daca corpul k se considera
ca extindere a lui Tnsusi, atunci k este, evident, algebric inchis in k.
Propozitie. Daca kc K este o extindere de corpuri si k™ corpul elementelor din K
algebrice peste k, atunci k’este algebric inchis in K.
Propozitie. Fie k un corp. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) k este algebric inchis;

b) orice polinom de grad >1 din k[X], are o radacina in k;

c¢) orice polinom de grad >1 din k[X], are toate radacinile in k;

d) orice polinom de grad >1 din k[X], se descompune 1n produs finit de

factori liniari ;

e) singurele polinoame ireductibile din k[X], sunt cele de grad 1.
Observatii. 1) Corpul numerelor rationale Q nu este algebric inchis, deoarece
polinomul X*+1 e Q[X] este ireductibil si nu este de gradul .

2) Analog, corpul numerelor reale R, nu este algebric inchis, deoarece



acelasi polinom, considerat ca polinom in R[X], este ireductibil.
Propozitie. Un corp finit nu este algebric inchis
Demonstratie. Fie k un corp finit. Va fi suficient sd aratam ca exista un
polinom de grad >1 1n k[X], care nu are nici o radacind in k. Considerdm polinomul

f=X(X-1) H(X —a;)+1,unde 0, 1, ay,...,a, sunt elementele corpului k .Se observa
i=0

cd fnu are nicio radacind in k, caci pentru orice a € k, avem: f(a) = 1.

Teorema ( fundamentala a algebrei sau teorema lui d’ Alembert) .
Corpul numerelor complexe este algebric inchis.

Propozitie. Fie k un corp si K, un corp algebric inchis, extindere a corpului k. Atunci
Atunci corpul k’ al elementelor din K, algebrice peste k, este si el algebric

inchis.
Teorema. Orice corp k are o extindere K care este corp algebric inchis.

Corolar. Pentru orice corp k exista o extindere algebricd & a lui k care este un corp
algebric inchis.

Definitie. O extindere algebricd k a corpului k, care este algebric inchisa, se numeste
inchidere algebrica a lui k.
Comentarii. 1) Corolarul precedent, aratd ca orice corp are o inchidere algebrica.
2) Doud inchideri ale unui corp k sunt k- izomorfe.

Corolar. Fie K un corp. Daca K = { a € C/a algebric peste K}, atunci K este un
subcorp al lui C.

Demonstratie.Fiea, f € K. Avema + 4,06 €K( a,).Deoarece K( , )
este o extindere finita a lui K, aceasta este algebrica sideci a + f,af € K. Analog,
daci ae K si a #0,atuncia ' € K(a). Deoarece K( @ ) este o extindere finitd a lui
K, ea este si algebrica. Deci o' e K.

Definitie. Corpul K se numeste inchiderea algebrica a lui K in C. Deci C - K este
multimea numerelor transcendente peste K. In cazul particular K = Q,

corpul O se numeste multimea numerelor algebrice.

I GRUPUL LUI GALOIS

Fie K un corp. Notam cu Aut(K) multimea tuturor automorfismelor ( unitare) de inel,
ale Iui K. Aut(K) este un subgrup al lui S(K), al tuturor permutarilor multimii K, céci
daci o,7 € Aut(K), atunci o7 "' € Aut (K).



Definitie. Fie k un subcorp al lui K. Notdm cu G(K/k) multimea acelor elemente o €
Aut(K), care au proprietatea cd o (a) = a, pentru orice a€ k, adica cele care
sunt k- automorfisme.

G(K/k) este un subgrup al lui Aut(K), si-1 numim grupul lui Galois al
extinderii K a lui k.

Definitii. Fie E giF doua extinderi ale corpului k Un omomorfism(respectiv izomorfism)
de corpuri o : E—F cu proprietatea o (x)=x, oricre ar fi x € k, se numeste
k-omomorfism (respective k-izomorfism). Daca E este o extindere a lui k si
o : E—>E un k-izomorfism, o se numeste k- automorfism.

Propozitie. Daca E este o extindere algebrica a lui k si o :E— E un k-omomorfism,

atunci o este un k-automorfism.

Observatii. Fie M si N doud multimi odonate, relatiile respective le notdm pe ambele cu

<. Atunci o functie ¢ :M — N se numeste morfism de multimi ordonate (sau

omomorfism de multimi ordonate sau inca functie monotond), daca oricare
ar fi X;,x2e M, cu x; <Xy, rezutd ¢ (x;)< @ (X2) si antimorfism de multimi ordonate (sau
antiomomorfism de multimi ordonate sau inca functie antimonotond), daca oricare ar fi
X1,X2e M, cu X; <xp rezultd ¢ (x2) < @ (x;).Functia identicd 1y: M — M este un morfism

de multimi ordonate.Morfismul (antimorfismul) ¢ de multimi ordonate se numeste

izomorfism(antiizomorfism) de multimi ordonate, daca exista un morfism (respectiv

un antimorfism) de multimi ordonate i :N— M, astfel ca oy =1y si wo =1\

Observatie. Orice izomorfism ( antiizomorfism) de multimi ordonate este o functie

bijectiva. Reciproc, nu.

Propozitie. Un morfism (antimorfism) ¢ : M— N de multimi ordonate este izomorfism
(antiizomorfism), daca si numai daca este o bijectie, iar pentru X,X €M,
urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) X<x ’ ’
b) @(X)< @ (x), (respectiv @ (x)2 ¢ (x) ).

Exemple. 1) Fie Pun corp prim. Atunci Aut(P)este format dint-un singur element,

identitatea Iui P.

Intr-adevir, daci P este finit,afirmatia rezultd din faptul ca Peste generat ca
grup aditiv de elementul unitate. Dacd P este infinit , el este izomorf cu Q. Orice
Automorfism al lui Q induce pe Z automorfismul identic, Z fiind generat ca grup aditiv
de 1, care are o singura extindere la Q: automorfismul identic. Mai mult, dacd K este un
corp si P este corpul prim continut in K, atunci orice automorfism al lui K induce pe P
automorfismul identic. Asadar, Aut(K) = G(K/P).

2)Fie Q(i\/a ), extinderea lui Q.Sa determinam grupul G(Q(i\/a )/Q). Fieu €
G(Q(i\/E )/Q).Atunci u(r+si\/§ )= u(r)+u(s)u(i\/§ )= r+su(i\/§ ).Deoarece
(i\/E )*+2=0, obtinem 0 =u((i\/2_) %) +2=(u(i\/§ ))? +2.De aici,deducem ca u(i\/E )=
i+/2 sau u(i\/i )= - iv/2 .in primul caz u este automorfismul identic, iar in al doilea,

este automorfismul definit prin u(r+si\/§ )=r-si\/§ . Deci grupul G(Q(i\/E )/Q) este
format din doud elemente, si prin urmare, este izomorf cu Z,.

Comentarii. Fie Kun corp, extindere a corpului k, si H un subgrupal lui G(K/k).
Notam cu K" elementele x € K cu proprietatea u(x)=x, pentru orice u < H, adica
elementele din K care sunt invariate de elementele din H. Se constati ca K este un
subcorpal lui K, care contine pe k.



Intr-adevar, daca x,ye K", rezultd u(x-y)=u(x)-u(y)=x-y, pentru orice ue H, deci x-
yeK", sidaci y=0, u(xy')=u(x).u(y )=x.y ", pentru orice ue H, deci xy ' eK".
Daca H’ c H, rezulta K" QKH. Se stabileste astfel o functie de la multimea

subgrupurilor lui G(K/K) la multimea extinderilor lui k continute in K, functie
care este antimonotona, daca consideram pe cele doua multimi ordonarea data
de relatia de incluziune.

Fie L un subcorp al lui K, care contine pe K. Acestui corp 1i putem asocia
grupul G(K/L), care este evident un subgrup al lui G(K/K), iar daca L’ este

un alt subcorp al lui K, cu L’ > L.atunci G(K/L’) c G(K/L).

Se obtine astfel o functie antimonotona(pentru relatia de incluziune),
de la subcorpurile lui K, care contin pe k. l1a subgrupurile grupului lui Galois

G(K/K).

In principal, teorema fundamentali a teoriei lui Galois, di conditii in care
cele doua functii, definite mai sus, sunt inverse una celeilalte

I CORPURI FINITE

Pentru inceput vom presupune corpuri care nu sunt comutative, dacd nu se
specifica altfel.

Fie Kc L o extindere de corpuri cu un numar finit de elemente; presupunem
ca corpul K are q elemente. Corpul L este spatiu vectorial (la stinga) peste K si fie r =
dimgL. Atunci din faptul ca orice element x € L se scrie, in mod unic, sub forma x =

.
Zaix,. , X1, X2,....,Xy, fiind 0 baza a lui L peste K si a; e K, deducem ca corpul L are ¢
i=1

elemente. Dacd L’ este un subcorp al lui L care contine pe K si s = dimgL’, atunci s
divide pe r. Orice corp finit K este de caracteristica p>0 si deci contine corpul prim Z,,

deci K va avea p" elemente, unde n = dim, K.

Teorema. Orice subgrup finit al grupului multiplicativ al elementelor nenule dintr-un
corp comutativ este ciclic.
Lema. Fie G un grup comutativ si aj, i=1,2,....,k, elemente din G, de ordin respectiv n;,

i=1,2,...,k, astfel incat numerele naturale n; sa fie relativ prime doua cate doua.
k n

Atunci ordinul elementului a = Hai este egal cani .
i=1 i=1
Comentarii. Fie K un corp comutativ algebric inchis, de exponent caracteristic p si n>1
un numar intreg cu proprietatea (p,n)=1. Notam cu U, multimea radicinilor
polinomului X" — 1 in K. Elementele lui U, se numesc riadicini de grad n ale
unitatii Tn K. Se verifica, ca U, cu iInmultirea din K, este grup, numit grupul
radacinilor de grad n ale unititii din K. U, are n elemente. Din teorema precedenta,
rezultd ca U, este grup ciclic si deci este izomorf cu Z,,..
Orice generator al grupului U, se numeste radacina primitiva de grad n a
unitatii. Numarul acestor raddcini este ¢ (n), unde ¢ este functia lui Euler.

Comentarii.




Definitie. Fie n>1 un numar natural; notdm cu ¢ (n) numarul numerelor
naturale nenule mai mici decat n §i prime cu n. Acest numar se numeste
indicatorul lui Euler.

Teorema(lui Euler). Fie n numar natural >1, si a un numar intreg prim cu

n. Atunci a(p(") =1 (mod n).

Corolar. ( Teorema lui Fermat)
Dacd p>1 este numar natural prim si a un numar intreg care nu
se divide cu p, atunci a”' = 1(mod p)
. . ko k k.
Propozitie. Fie n>1, un numar intreg sin = e
pozi , un nu cg s P D, P

r

b

descompunerea sa 1n produs de numere prime, unde py,....,p:

sunt distincte. Atuncig (n) =n(1- RS )(1 - L) ..... (1- 1 ).
P P> r

Dacd & este o rddacind primitiva de grad n a unitatii i m un numadr intreg relativ
prim cu n, atunci, £ este Inca o radacind primitiva de grad n a unitatii, caci ordinul lui
& coincide cu ordinul lui £” .Mai mult, toate raddcinile primitive de ordinul n ale
unitatii sunt de aceasta forma, céci ele sunt in numar de ¢ (n).

In continuare, vom considera cazul in care K = C. Daci & este o radicini primitiva
de grad n a unitatii din C,atunci corpul Q(¢&), care este corpul de descompunere al
polinomului X"-1 in C peste Q,se numeste al n — lea corp ciclotomic.

Lema. Fie Aun inel factorial, K corpul sdu de fractii, x un element dintr-o extindere a
lui K, care este radacind a unui polinom unitar h € A[X].
Atunci polinomul minimal al lui x peste K, are coeficientii in A.

Teorema. Fie £ o radacind de grad n a unitatii din C, si fie f polinomul minimal al lui

“ v .

& (peste Q). Atunci fe Z[X] si este polinomul minimal al oricarei radacini
primitive de grad n a unitatii. In plus, gradul lui f este egal cu ¢ (n), si deci

[Q(S) : Q= @ (n).
Comentarii.
radacinilor primitive), de grad n, se numeste al n-lea polinom ciclotomic, si se noteaza
cuFy(saucu®) ).

Deoarece orice radacind primitiva de grad d > 1, a unitétii, cu d divide
pe n, este si o radacind de grad n a unitatii, si orice raddcind de grad n a unitatii, este o
radacina primitiva de grad d a unitatii, pentru un d convenabil, d divide pe n, iar
(F4 Fq') = 1 daca d si d” sunt divizori distincti ai lui n, rezultd cd avem relatia: X" — 1=
HF ,,d>1. Tindnd seama de egalitatea gradelor, rezulta: n = Zgo(d ),d>1.
d/n d/n
2) Fie Gun grup si C(G), centrul grupului G, adicd mutimea elementelor din
G care comuta cu orice element din G. Se constata ca C(G) este subgrup abelian si orice
subgrup al lui C(G) este subgrup normal al lui G.
Definitie. Pentru un element a € G, notam cu C(a) = {xe G/ ax =xa}. C(a)
este un subgrup in G si se numeste centralizatorul elementului



Pentru un grup G se introduce urmatoarea relatie de echivalenta: daca
a,be G, spune ci a este conjugat cu b, daci xe G astfel incat x'ax=b. Clasele de
echivalentd sociate acestei relatii de echivalentd, se numesc clase de elemente
conjugate.

Pentru fiecare element a€ G, aplicatia care asociaza unui element x € G,
elementul x™ax, din clasa de echivalenti a lui a este evident surjectivi si se verifica
imediat ca relatia de echivalentd asociata cestei aplicatii coincide cu relatia de
echivalentd la dreapta, asociata centralizatorului elementului a.

Intr-adevar, relatia x 'ax=y'ay este echivalenta cu relatia : yx'a=ayx™, adica
cu yx' eC(a). De aici, rezultd ca numirul elementelor din clasa de elemente conjugate
cu a coincide cu indicele centralizatorului elementului a. Dacd notam cu [G:N] indicele

subgrupului N al grupului G, rezulta: [G :(1)] = [C(G) :(1)]+Z[G :C(a)], unde suma

se extinde dupa elementele unui sistem de reprezentanti ai claselor de elemente
conjugate, care nu apartin lui C(G). Aceasta relatie este cunoscutad sub numele de
formula claselor de elemente conjugate.

Teoremi. (Wedderburn).Orice corp finit este comutativ.

Teoremai. Doua corpuri finite cu acelasi numar de elemente sunt izomorfe.
Comentarii. Fie Kun corp de caracteristicd p>0. Aplicatia u: K— K, definita
prin:u(x)=x", este un endomorfism de inel al lui K, numit endomorfismul lui
Frobenius, cici, pentru x,y € K, avem evident u(xy)=u(x)+u(y). De asemenea,

u(x+y)=u(x)+u(y), caci (x+y)’ = x" +y*, deoarece C; (combinari de p elemente luate s)

se divid cu p daca p>1, este un numar prim. In general u este un endomorfism injectiv,

iar daca K este finit sau este algebric Inchis,rezultd imediat ca este si surjectiv, deci in

aceste doua cazuri este automorfism al lui K.

Definitie. Un corp K de caracteristica zero sau de caracteristica p>0, pentru care
morfismul u de mai sus este izomorfism, se numeste corp perfect.

Exemple. Corpurile finite si cele algebric inchise sunt corpuri perfecte.

Notam cu u® puterea de ordin s a endomorfismului u (definit mai sus) al
corpului K de caracteristica p>0.Evident u este automorfism daca si numai daca u® este
automorfism.

Propozitie. Fie K un corp algebric inchis, de caracteristica p>0. Atunci K contine un
singur corp finit cu p* elemente, pentru orice r>0. Acest corp este format
din elementele lui K invariate de u'.

Corolar. Fie un corp finit cu p' elemente. Corpul K contine un subcorp L cu p°

elemente, dacd $i numai daca s divide pe .

Demonstratie.
Intr-adevir, daci K contine subcorpul L, atunci:
[K:L][L:Z,]=[K:Z,], si deci s divide pe r, caci r=[K:Z,], iar s=[K:Z,].

Reciproc: fie r = st siK o Inchidere algebrica a lui K. Atunci conform propozitiei

precedente, K este subcorpul lui K format din elementele invariate de u' , iar
elementele invariate de u®, fomeaza un subcorp L a lui K de ordin p®, unde u este
endomorfismul lui Frobenius.

Corpul finit care are p' elemente, p>0 fiind un numar intreg prim, se noteaza
cu Fpsau GF(p"). In particular, corpul prim de caracteristici p se noteazi F,.



v EXTINDERI ALGEBRICE NORMALE

Lema. Fie Ko extindere algebrica a corpului k si u un endomorfism al lui K, care lasa
lavariate elementele lui k. Atunci u este un automorfism.

Propozitie. Fie k un corp, Ko extindere algebrica a sa, sik o inchidere algebrica a lui k
care contine pe K. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Orice k-automorfism al lui £ induce un k-automorfism al lui K.
b) Orice polinom ireductibil din k[X], care are o radacind in K, are toate
radacinile in K.
c) Pentru orice automorfism u al lui & peste k, rezutd u(K) c K.
Definitie. Fie Kun corp, extindere algebrica a corpului k.Se spune ca corpul K este
extindere normala a lui k, dacd satisface proprietatile echivalente din
propozitia precedenta.
Comentarii. 1) Dam o definitie echivalenta a unei extinderi normale. Fie Kun corp;
doua
numere &, [, algebrice peste K, se numesc conjugate, daca au acelasi polinom
minimal.

Exemple: a) Numerele 1+i si 1-1 sunt conjugate, deoarece sunt radacinile aceluiasi
polinom minimal X*-2X+2 € Q[X].

b)Numerele V2 +43 si V2 -3 sunt conjugate, deoarece sunt radacinile
polinomului minimal X*-10X*+1 e Q[X].
Definitie. O extindere K a lui k se numeste normala peste k, daca K este o extindere
finita a lui k i orice numar conjugat cu un numar din K,apartine de asemenea
lui K.
Extinderile normale ale corpului Q se numesc corpuri normale.
2) Pentru a da o forma echivalenta a notiunii de extindere normala,
introducem notiunea de corp de descompunere al unui polinom.
Definitie. Fie K un corp si fe K[X], un polinom cu n=grad(f) > 1. Din teorema lui
D’Alembert(teorema fundala a algebrei), f are n radacini complexe; fie
acestea «,, @,,...,a, . Corpul K(¢,,,,...,a, ) se numeste corpul de

descompunere peste K a lui f. Dacd fe Q[X], atunci corpul de
descompunere al lui f peste Q se numeste, simplu, corp de descompunere al lui f.
Teorema. Fie K o extindere a lui k. Atunci K este normala peste k daca si numai daca
K este corpul de descompunere al unui polinom cu coeficienti din K.

Exemple. 1) Inchiderea algebrica ka corpului k este extindere normala a lui k.
2) Fie k un corp si K un corp de descompunere al unui polinom fe k[X].
Atunci K este extindere normala a lui k. Intr-adevar, fie u un k-automorfism al unei

inchideri algebrice k a lui k, care contine pe K. Daca {x;},i€ {1,2,...,n}, sunt toate
radacinile polinomului f in k, atunci K este generat de aceste radacini. Elementele



u(xy),ie {1,2,....,n}, sunt de asemenea radacini ale lui fin K si deci sunt aceleasi
radacini, deoarece u este bijectivd. Cum u(K) este generat peste k de u(x;), i€ {1,..,n},
rezutd ca u(K) = K.

3) Orice extindere de grad 2 a unui corp este normala. Intr-adevar, fie k un
corp si Kun corp de extindere de grad 2 a lui k. Daca xe K, x¢k, atunci 1,x este o baza
a lui K peste k, deci K =k(x). Daca f este polinomul minimal al lui x, atunci gradul lui f
K este corpul de descompunere al lui f'si deci K este o extindere normala a lui k.

4) Orice corp finit K este o extindere normala a oricarui subcorp al sau. intr-
adevar, daca K are p' elemente, unde p este caracteristica corpului K, atunci el este

corpul de descompunere al polinomului Y” ,- -X, peste orice subcorp al sau.
p p

5) Corpul K = Q( 43 ), considerat ca extindere a lui Q, nu este normala. In

adevar, polinomul minimal al lui 4/3 este X* -3 si acesta nu are toate radacinile in K.

Acest polinom nu are toate radacinile reale.

Propozitie. Fie K oK ok, extinderi algebrice de corpuri. Daca L este extindere normala
a lui k, atunci L este extindere normala si a lui K.

Demonstratie. Fie k£ o inchidere algebrica a lui k care contine pe L. Din ipoteza,
rezultd ca, orice element, ue G( k /k), induce k- automorfism al lui L si afirmatia

propozitiei rezultd din ca G( £ /K) este un subgrup al lui G( & /k).
Propozitie. Fie k L o extindere de corpuri si K;, K, doud extinderi algebrice ale lui k
continute in L.Se noteaza cu KK, subcorpul lui L generat de K; si
Ko.(KiK; = k(K ,K») si este numit compozitul corpurilor K; 51 K5 ).
i) Daca K, extindere normala a lui k, atunci K;K; este o extindere normala a
lui Kz.
i) Daca K si K, sunt extinderi normale ale lui k, atunci K;K; si K; 1K
sunt extinderi normale ale lui k.
Propozitie. Fie k un corp si Ko extindere finitd a sa. Atunci existd o extindere normala
finita a lui k, care contine pe K.
Demontratie. Fie K =k(x;,xa,....,X,) si fie fi e k[X], polinomul minimal al lui x;,

1=1,2,...,n. Atunci corpul de descompunere L al polinomului = H /. , continut intr-o
i=1

inchidere algebrica £ a lui k, care contine pe K, este evident o extindere finita si
normald a lui k care contine pe K.

Comentarii. 1) Observam ca corpul L, construit in propozitia precedentd, este cea mai
“micad” extindere normala a lui k care contine pe K.

2) Fie k un corp si k£ o inchidere algebrica a sa. Atunci doud elemente
X,y€ k se numesc conjugate peste k, daca au acelasi polinom minimal. Numéarul

elementelor conjugate cu un element x din k, este egal cu numarul radacinilor distincte

ale polinomului minimal al luix.

Propozitie. Fie k un corp si K = k(x), o extindere algebrica normala simpla a sa.Atunci
ordinul grupului G(K/k) este egal cu numarul conjugatilor lui x. In
particular, ordinul grupului G(K/k) este cel mult egal cu [K:k].



Corolar. Fie Kun corp finit cu p' elemente si k un subcorp al sdu cu p° elemente,unde
p>0, este caracteristica lui K. Atunci G(K/k) este un grup ciclic de ordin d=t/s
si un generator al sau este u’, unde u: K — K este morfismul u(x)=x", pentru
orice xe K . In particular, G(K/Z,) este ciclic, un generator al sau fiind u.

Observatii. 1) Extinderile algebrice normale de corpuri nu au proprietatea de

tranzitivitate. In adevar, am vazut ca Q(‘{/g ), nu este extindere normala a lui Q, desi

Q( V3 ) este extindere normald a lui Q, iar Q( 4\/5) este extindere normala a lui Q( V3 ).
2) Notiunea de extindere normald a fost extinsa extinsa de catre
matematicianul roman Dan Barbilian (1895 — 1961), la cazul extinderilor nealgebrice.

V. EXTINDERI ALGEBRICE SEPARABILE

Definitii. 1) Fie k c K o extindere algebrica de corpuri si x € K. Vom spune ca x este

separabil peste k, daca polinomul minimal al lui x nu are raddcini multiple.

In cazul contrar, vom spune ci x este neseparabil peste k.

2) Extinderea K a lui k se numeste separabila, daca orice element din K este

separabil peste k, in cazul contrar, extinderea se numeste neseparabila.
Propozitie. Fie k un corp. Daca caracteristica lui k este 0, orice element algebric peste k

este separabil peste k.Daca caracteristica lui k este p# 0, atunci un element x

algebric peste k este separabil peste k, daca si numai dacd polinomul

minimal al lui x peste k, nu apartine lui k[ X"].
Propozitie. 1) Un corp k este perfect dacad si numai daca orice element algebric peste k

este separabil .
i) Un corp k este perfect dacd si numai daca orice extindere algebrica a sa,
este separabila.
Lema. Fie k un corp de caracteristica p>0, si a€k asfel incat polinomul X? —a sa nu aiba
radacini in k. Atunci polinomul X"-a este ireductibil in k[X], pentru orice
m> 1 numir intreg. In particular, polinomul X"-a este ireductibil.

Propozitie. Fie k c Kc L extinderi de corpuri.Daca x € L este un element separabil

peste k, atunci x este separabil pete K.In particular, daci L este

extindere separabila a lui k, atunci L este extindere separabild a lui K.

Demonstratie. Fie fe k[ X], polinomul minimal al lui x peste K. Atunci rezulta ca

f=gh in K[X]. Cum x este separabil peste k, f nu are radacini multiple. Deci nici g nu are
radacini multiple si x rezultd element separabil peste K.
Corolar. Orice extindere algebrica a unui corp perfect este corp perfect.in particular, o
extindere algebrica a unui corp finit este un corp perfect.
Propozitie. Fie k c K o extindere algebrica de corpuri, de caracteristica p>0.

i) Dacd K este o extindere algebrica separabild a lui k , atunci K = k(KP).

ii) Daca [K:k]<oo si K = k(KP), atunci K este extindere separabila a lui k.
Corolar. Fie k un corp de caracteristica p>0 si x un element dintr-o extindere a lui k,
algebric peste k. Atunci x este separabil peste k daca si numai daca k(x)=k(x"). Daca x
este este separabil peste k, atunci k(x) este extindere separabila a lui k.



Propozitie. Daca kc K si K< L sunt extinderi algebrice separabile de corpuri, atunci
kc L este extindere separabild.(tranzitivitatea extinderilor separabile).
Corolar. Daca k este un corp si M o submultime de elemente algebrice separabile
dntr-o extindere a lui k, atunci corpul k(M) este o extindere algebrica
sparabild a lui k.
Corolar. Fie k c K o extindere algebrica de corpuri. Atunci multimea elementelor din K
separabile peste k, formeaza un subcorp al lui K, care contine pe k (numit
inchiderea separabild a lui k in K).

Comentarii. 1) Daca k este un corp si k& o Inchidere algebrica a sa, atunci subcorpul k’
al elementelor din k care sunt separabile peste k se numeste inchiderea separabila a lui k
3) Fie kcK o extindere simpla de corpuri. Un generator al lui K peste k se
mai numeste element primitiv al extinderii K.

Definitie. O extindere E a K se numeste simpla, daca existd un « € E,astfel incat:
E=K(a).

Teorema (elementului primitiv)
Fie k un corp si K o extindere finitd si separabild a lui k. Atunci K este
exindere simpla a lui k.

Demonstratie. Dacd k este corp finit, rezulta ca si K este un corp finit si dacd x este
un generator al grupului multiplicativ al elementelor nenule din K, atunci evident
K=k(x). Examinam cazul 1n care k este un corp infinit. Deoarece K este extindere finita
a lui k, rezulta K este de forma: K = k(x1,xa,...,Xy), unde x;,X,...,X, sunt elemente din K
algebrice peste k. Efectuand o inductie dupa n, se vede ca este suficient sa demonstram
afirmatia pentru n=2, adica putem presupune ca K= k(x,y).

Fie f polinomul minimal al lui x, g polinomul minimal al lui y, si K o inchidere

algebrica a corpului K. In K, conform ipotezei, polinomul f are n = gradf radicini
distincte x=X,Xa,....,Xy 1ar polinomul g are m =gradg radacini distincte y=yi,ya,...,Ym.
Deoarece corpul k are o infinitate de elemente, exista in k un element c astfel incat
egalitatea x;+cy;=x;t+cx;, sa fie verificatd dacd si numai daca i=j =1.

Aratam ca elementul z=x;+cy;=x+cy are proprietatea k(z)=K. Este suficient sa
aratam ca x,y € k(z) si pentru aceasta este suficient sa observam ca unul dintre aceste
elemente apartine lui k(z)=k’. Se observa ca polinoamele f(z-cX) si g, cu coeficienti In
k’, au ca radacind comund pe y $i numai pe acaesta, datorita faptului ca relatia
Xitcyi1=x;tcyj este verificatd numai pentru i=j=1. De aici, rezulta ca cel mai mare
divizor comun al acestor polinoame in k’[X] este X-y, deciye k.

Corolar. Fie K un corp, extindere finitd de gradul n a corpului k. Daca K este extindere
normald si separabild a lui k, atunci ordinul grupului G(K/k) este egal cu n.
Comentarii. 1) Acesta teorema, aratd ca multimea extinderilor finite, multimea
extinderilor algebrice finit generate si multimea extinderilor algebrice simple coincid.
2) Notiunea de extindere separabila de corpuri, se utilizeaza in matematica
si in cazul in care extinderile nu sunt neaparat algebrice. In cazul general, definitia
extinderii separabile va generaliza definitia din cazul extinderilor algebrice. Teorema
care urmeaza da posibilitatea unei astfel de generalizari.
Definitie. 1) Fie A un inel. Un element x € A, se numeste nilpotent, daca existd un
intreg n>1, astfel incat x" = 0. Evident 0 este element nilpotent.
2) Daca 0 este singurul element nilpotent din A, vom spune cd A este inel
redus.



Teorema. Fie K o extindere algebrica a corpului k. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
a) K este extindere separabild a lui k.
b) Pentru orice extindere finita k” a lui k, cu k’® <k, unde p este exponentul

caracteristic al lui k, inelul K®  k’ este redus.

c) Pentru orice extindere finitd k’ a lui k, inelul K®, k’ este redus.

VI TEOREMA FUNDAMENTALA

A  TEORIEI LUI GALOIS

Definitie. O extindere algebrica K a unui corp k se numeste galoisiana, daca este
normala si separabila.

Teorema. | (Teorema fundamentala a teoriei lui Galois ).

Fie K o extindere galoisiana si finitd a corpului k, cu grupul lui Galois G.

Atunci aplicatia care asociaza fiecarui subgrup H a lui G, subcorpul K" al

lui K, este bijectiva si antimonotona.

Corpul K" este extindere normal a Iui k, daca si numai daca subgrupul H

este normal in G.

Daci H este subgrup normal in G, restrictia elementelor lui G la K" induce

un izomorfism al grupului G/H cu grupul lui Galois al extinderii K" k.

Demonstatie.
Stim( din paragraful:”Grupul lui Galois”), ca aplicatia este antimonotona.
Mai trebuie sd aratam ca este bijectiva. Este suficient sd aratam ca avem relatiile :
G(K/K™) = H, (1), pentru orice subgrup H a luiG, si K°®" = L,(2), pentru orice
extindere L a lui k, continuta in K. Intr-adevir, aceste relatii ne spun ca inversa
aplicatiei de mai sus, este cea care asociaza unei extinderi L a lui k, continutd in K,
subgrupul lui G format din elementele care invariaza elementele lui L.
Incluziunea G(K/KH) DH, este evidenta.
Fie n ordinul subgrupului H. Pentru a demonstra (1), aratdm ca ordinul lui
G(K/K") este cel mult n. Din ultimul corolar, paragraful precedent (K fiind extindere
finita normala si separabila a lui K'), deducem ci, ordinul lui G(K/K") este egal cu
[K :K"]. Fie x un element primitiv al extinderii K" K. Considerim polinomul
f=T](X -o(x)).
oeH
Evident, coeficientii lui f, sunt invarianti la elementele din H, deci fe K" [X]. Asadar,
gradul lui x este <n si deci [K:K"]<n.
Sa demonstram relatia (2). Avem evident K S L. De aici rezulta, ca grupul lui
Galois al lui K peste L, coincide cu grupul lui Galois al lui K peste K°®" . Deoarece K



este extindere galoisana finita a lui KOO 6L, putem aplica corolarul precedent. Se
obtine: [K:K““M] = [K:L] = ordG(K/L); de aici se obtine egalitatea (2).

Fie H subgrup normal in G si xe K", Este suficient s ardtdm citoti conjugatii lui x
apartin lui K", Daci x’ este un astfel de conjugat, atunci exista un element ue G(K/k),
astfel incat x’= u(x).Avem uvu™ (x*)=uv(x)=u(x)=x’, pentru orice v e H, si deoarece
uHu" = H, rezultd ca x’ e K.

Reciproc, fie K" extindere normali a lui k si f:G(K/k) > G(K"/k), aplicatia de
restrictie. Aplicatia f existd deoarece K este extindere normali a lui k. Evident, f este
un morfism de grupuri(restrictia de aplicatii pastreaza compunerea lor), si in plus, ea
este surjectivi, cici orice element u din G(K'/k) se extinde la un automorfism u al
inchiderii algebrice a lui k, care la randul sdu induce un automorfism u’ al lui K peste k,
a carui restrictie la K" coincide cu u. Nucleul lui f este subgrupul lui G(K/k), care
invariaza toate elementele lui K", adica Kerf= H, conform relatiei (1). De aici, rezulta
ca H este subgrup normal in G. De asemenea rezulta si ultima afirmatie a teoremei.
Propozitie. Fie k un corp si K,L doud extinderi ale lui k continute intr-o inchidere

Algebrica k£ aluik. Daca K este extindere galoisiand finitd a lui k, atunci
KL =k(L,K) este o extindere galoisiana finita a lui L si aplicatia
f:G(KL/L) — G(K/k), definita prin f(u) = restrictia lui u la K,este injectiva.
Demonstratie. Fie x;,X,...,X, un sistem de elemente in K astfel incat K= k(x;,xa,...,Xy).
Atunci KL = k(K,L) = k(L)(K) = k(L)(x1 X2, .. .,Xn) = L(X1,X2,....,Xn). Deoarece X;,X2,..,Xn
sunt algebrice peste k, rezulta ca ele sunt algebrice si peste L, deci [KL: L]<oo. Faptul
ca extinderea KL DL este normald, rezulta din a treia propozitie, de la “Extinderi
algebrice normale”. Deoarece X;, Xa,...,Xn sunt separabile peste k, ele sunt separabile si
peste L si (din al treilea corolar de la paragraful precedent), deducem ca KL este
separabila peste L. Fie ue G(KL/L), astfel incat f(u) = 1k, adica u(a)=a, pentru orice
aeK sicumu(a)=a si pentru orice a€ L, rezulta ca u este identitatea lui KL.
Propozitie. Fie K o extindere galoisiand finita de grad n a corpului k. Atunci grupul lui
Galois G(K/k) este un grup de permutari de grad n.
Demonstratie. Fie x un element primitiv al acestei extinderi. Deci K = k(x) si fie £
polinomul minimal al lui x.
Daca x=x) Xa,....,Xn € K sunt toate radacinile lui f, atunci oricarui element ue G(K/k)
ii corespunde permutarea u(x;),....,u(x,) a elementelor x;,X»,...,X, $i aplicatia astfel
definita este injectiva.

VII. CARACTERIZAREA ECUATIILOR REZOLUBILE PRIN RADICALI

Fie k un corp de caracteristica zero. In acest paragraf, vom considera o inchidere
algebrica k a luik, si toate extinderile algebrice ale lui k, vor fi continute in & .

Definitie. Un element x € k, este radical peste k, daca x este o radacind a unui polinom



de forma (1):X" —a, aek.

Comentarii. 1) Observam ca un polinom de acest tip, nu are rddacini multiple si ele se

obtin din una dintre ele, prin inmultire cu radacinile polinomului (2) X" — 1, adica cu

radacinile de grad n ale unitéatii.
2) Asadar, dacd @ este o radacind a polinomului (1) si £ o radacina
primitiva de grad n a unitatii, atunci toate radacinile lui (1) sunt de forma &', cu

60 <i<n-1 sisunt distincte.

Definitie. Se numeste extindere radicala simpla a lui k, corpul de descompunere al
unui polinom de forma (1).

Observatie. Deci, dacd K este acest corp, el este extindere normala a lui k si cu notatiile

de mai sus, avem: K=k(&,80).

Definitie. O extindere algebrica L a lui k se numeste radicala peste k, daca exista sirul
de subcorpuri: k =Ky cK; <K, <..... c K., =L, astfel incat K;+; sa fie
extindere radicala simpla a lui K;, pentrui=0,1,2,....,s-1.

Comentarii. 1) Din definitie rezulta, imediat,ca dacd K este o extindere radicala a lui k,

iar L o extindere radicala a lui K, atunci L este o extindere radicala a lui k(tranzitivitatea

extinderilor radicale), si orice extindere radicala este este extindere finita.
2) Deoarece extinderile normale nu au proprietatea de tranzitivitate , o

extindere radicald nu este neaparat normala. Astfel Q(‘{/g) este extindere radicala a
lui Q, care nu este normala.

Teorema. Orice extindere radicala L a corpului k este continuta intr-o extindere
radicald normala.

Definitie. 1) Fie fe k[X], un polinom de grad >0; spunem ca ecuatia f=0 este

rezolubila prin radicali, daca exista o extindere radicald K a lui k (deci sio
extindere radicald normald), care contine radacinile polinomului f.
2) Daca fe k[ X] este un polinom de grad >0, vom numi grupul lui Galois al
lui f, grupul lui Galois al corpului de descompunere al lui f peste k.
Comentarii. Fie G un grup. Sirul de subgrupuri: G=Gy 2G; 2....2G, =(e), (1), este
este normal, daca G, este subgrup in G;, pentru orice i=0,1,...,n-1.Numarul
n se numeste lungimea sirului, iar grupurile Gi/Gi:+; se numesc factorii
sirului.
Spunem ca sirul normal (1) este rezolubil, daca toti factorii sdi sunt
grupuri abeliene.
Un grup se numeste rezolubil, daca poseda un sir rezolubil. Rezulta ca
orice grup abelian este rezolubil. Existd grupuri neabeliene care sunt
rezolubile.
Un subgrup al unui grup rezolubil este rezolubil. Orice grup factor al unui
grup rezolubil este rezolubil.

Teorema. Fie H un subgrup normal al unui grup G. Atunci G este rezolubil daca si

numai daca H si G/H sunt rezolubile.

Teorema. Fie k un corp de caracteristica zero si K o extindere finita si normala a sa.
Atunci K este continutd intr-o extindere radicala dacd si numai daca grupul
lui Galois G(K/k) este rezolubil.

Teorema. Fie k un corp de caracteristica zero si fe k[ X] un polinom de grad >0. Atunci
ecuatia f= 0 este rezolubila prin radicali daca si numai daca grupul lui Galois

al lui f este rezolubil.

Comentarii.




Fie K un corp comutativ; atunci ordinul elementului 1 € K, in grupul aditiv (K,+) poate
fi finit sau infinit. Spunem ca corpul K are caracteristica zero (sau este de
caracteristica zero), daca ord(1) este infinit, adicd m.1 # 0, pentru orice numar intreg
pozitiv m. Spunem cé corpul K este de caracteristica n, daca, ord(1) = n, adica n este
cel mai mic numar intreg pozitiv astfel incat n.1 = 0.

Caracteristica unui corp K este (0 sau un numar prim.
Exemple: 1) Dacd p este prim, atunci Z, este un corp de caracteristica p.

2) Corpurile Q,R C au caracteristica zero.

3) Intr-un corp K de caracteristica p sunt adevarate egalitatile :
px=0;
xyp=x Ty
(xy)’ =x"y".

Lema. Daca kc L este o extindere normala de corpuri de grad n cu grupul lui Galois
ciclic si corpul k contine radacinile de gradul n ale unitétii, atunci K =k(9),
unde @ este radicind a unui polinom de forma X" - aek[X].

Propozitie. Fie k un corp si K o extindere finita si normald a sa cu G(K/k) grup ciclic.

Atunci corpul K este continut intr — o extindere radicala a lui k.
Demonstratie. Fie m=[K:k]=ordG(K/k), & fiind o radacina primitiva de gradul m

a unitatii s L=K( £ ). Se observa cd L este o extindere normala a lui k. Este suficient sa

aratam ca L este extindere radicald a lui k(<) si deci si a lui k. Observam ca G(L/k(&))

< G(K/k). Deci G(L/k(&)) este un grup ciclic de ordin n, unde n este un divizor al lui

m. Afirmatia propozitiei rezulta din lema anterioara.

Corolar. Orice ecuatie algebrica de grad <4 este rezolubila prin radicali.(Rezultd din

ultima teorema si din faptul ca, pentru n<4 grupurile S, sunt rezolubile).

VIII. EXTINDERI TRANSCENDENTE. GRADUL DE TRASCENDENTA
AL UNEI EXTINDERI

Definitie. Fie k un corp si K o extindere a sa. Spunem ca K este o
extindere transcendenta a lui k, daca nu este algebrica peste k.

Exmple: 1) Orice corp de fractii rationale peste un corp k, este evident o extindere
transcendentad a lui k.

2) Corpul numerelor reale R este extindere transcendenta a corpului numerelor
rele R.
Comentarii. 1) Daca M este o submultime de elemente algebric independente dintr-o
extindere K a corpului k, atunci orice submultime a sa este algebric independenta.

2) Extinderea K a corpului k se numeste extindere transcendentd pura daca

se obtine prin adjunctionare la k a unei multimi de elemente algebric independente peste
k.



3) Orice extindere transcendenta purd a unui corp k este izomorfa peste k

cu un corp de fractii rationale peste k.

Propozitie. Fie K un corp, extindere a corpului k $i M,N doua sisteme de elemente din

K. Presupunem ca elementele din M sunt algebric independente peste k.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) Elementele reuniunii disjuncte a lui M cu N, sunt algebric independente
peste k.
b) Elementele multimii N sunt algebric independente peste k(M).

Definitie. Fie K un corp, extindere a corpului k. O submultime,M a lui K, se numeste
baza de transcendenta a lui K peste k, daca elementele sale sunt algebric
independente pete k si K este extindere algebrica a lui k(M). Evident
nedeterminatele constituie o baza de transcendenta peste k, pentru orice corp

de fractii rationale k(X;I).

Teorema. Fie K un corp, extindere a corpului k, M o multime din K cu elemente
algebric independente peste k si N DM un sistem de elemente din K, astfel
incat, corpul K sa fie extindere algebrica a lui k(N). Atunci exista o baza de
transcendenta B a lui K peste k, care contine pe M si este continuta in N.

Teorema. Fie K un corp, extindere a corpului k Atunci orice doud baze de
transcendenta ale lui K peste k, sunt cardinal echivalente (adica exista o
bijectie intre cele doud baze de transcencenta).

Definitie. Cardinalul unei baze de transcendenta a extinderii K, a corpului k se numeste

gradul de transcendenta al lui K peste k si va fi notat cu triK. Dacd K nu
poseda o baza de transcendenta finitd, se noteazd de obicei gradyK = oo.
Propozitie. Fie k c Kc L extinderi de corpuri. Atunci:
grad tryL = grad tr K + grad trgL.

Demonstrtie. Fie M si N o baza de transcendenta a lui K peste k, respectiv o baza de

transcendenta a lui L peste K. Va fi suficient sd aratam cd M U N este o baza de

transcendenta a lui L peste k. Din prima propozitie , rezultd ca elementele acestei
multimi sunt algebric independente peste k. Raméne sd mai ardtdm ca, L este extindere

algebrica a lui k(M), deci K(N) = k(MU N)(K) este extindere algebrica a lui k(MU N).

Insa L este extindere algebricd a lui k(M U N). Insi L este extindere algebrici a lui

K(N), deci L este si extindere algebrica a lui k(MU N).

Observatie. Notiunile de independenta algebrica si de baza de transcendenta sunt

analoage cu notiunile de independenta liniard si de baza pentru module.

IX. GRUPUL LUI GALOIS AL UNUI POLINOM.

Definitie. Fie K un corp si fun polinom din K[X], de grad(f)>1. Notam cu E
corpul de descompunere al lui f, care este o extindere normala al lui K.
Grupul G = G(E/K) se numeste grupul lui Galois asociat polinomului



f.
Propizitie. Fie fe K[X] un polinom ireductibil cu n = grad(f) > 1. Daca G este
grupul Galois al acestui polinom, atunci G este izomorf cu un subgrup
allui o, .
Demonstratie. Daca X = { ¢, ,,,...,, }sunt rdddcinile lui f, atunci E =
K(a,,..,a,). Fie ue G. Cumu este un K-omomorfism, atunci u( &, ) este o radacina
a lui f. Deci u(X) < X si cum u este injectiva, rezultd u (X) = X. Dar, f este
ireductibil, deci ¢,,...,«, sunt distincte Intre ele. Notdm cu Sx multimea aplicatiilor
bijective ale lui X in X. Deci Sx este un grup care este izomorfcu o, .
Definim ¢ :G— Sx, @ (u) = u/X. Este evident ca ¢ este un omomorfism de
grupuri. Dovedim cd ¢ este injectiva, adicd, sa verificam ca Kerp = {l.}.
Daca ueKer ¢, atunci w/X = 1x, adicd u( ¢, ) = &, (1 <i<n). Deoarece E =
K(a,,...a,)=Kla,,,. ., ], fiexeK[,,...,a,]. Exista fe K[Xj,...,Xa], astfel
incit x = f{ &, ,....,, Dar, atunci u(x) =u(f{ @, ,....,2,)) = f(u(a)),...,u(x,)) =
f(a,,...,a,) =x.Deciu= lg. Cum ¢ este injectivd , rezultd ca G=Im¢. Dar Im¢
este un subgrup 1in Sx si deci este izomorf cu un subgrup al lui o, .
Definitie. Fie G un subgrup al lui o, . Subgrupul G se numeste tranzitiv daca,
_oricare ar fi 1 <1, j< n, existd o permutare o €G, , astfel incat o (i) =
Propozitie. Fie G un subgrup al lui o, . Presupunem ca:
1) n este numadr prim;
2) G este tranzitiv;
3) G contine o transpozitie; atunci G = o, .
Teoremi. Fie K un corp astfel incat K < R. Fie fe K[X], un polinom ireductibil cu

.....

grupul lui Galois G al lui f este izomorf cuo, .

Teorema. Pentru orice numar prim p>5 exista un polinom cu coeficienti rationali de
grad egal cu p al carui grup Galois este izomorf o,

X. APLICATII

1) Fie A un inel comutativ unitar. Notam cu U(A) multimea elementelor
inversabile din A. Atunci U(A) este grup abelian fati de operatia de inmultire
din inelul A.
Notam M(A) = U(A) xA. Pe M(A) definim operatia “* ” astfel: fie (a,b) si(c,d)
doua elemente din M(A); atunci



(a,b) * (c,d) = (ac,bct+d).

Se verifica, imediat, ca operatia “* ” este asociativa. Elementul (1,0) este element
neutru in M(A), iar daci (a,b) e M(A), atunci (a”,ba™) este inversul sau. Deci M(A) este
un grup (in general neabelian).

Definim aplicatia ¢ :M(A) > U(A), ¢ (a,b) = a. Aplicatia ¢ este omomorfism
surjectiv de grupuri si Kerp = {(a,b)/ ¢ (a,b) =1} = {(a,b)e M(A)/a=1} =
{(1,b)/be A}. Ker ¢ este izomorf cu grupul abelian subiacent structurii de inel a lui A.

Conform teoremei : Un grupG este rezolubil daca si numai daca H si G/H sunt
rezolubile, unde H este un subgrup al lui G, rezulta ca M(A) este un grup rezolubil.
Consideram un caz particular.

Fie inelul A = Z, Atunci U(Zy) = 7" = {a/(an)=1}
Notd M,-M(Z,) = / n x/ . Se observa ca M, este un grup finit rezolubil.

Ordinul sau este egal cu n ¢ (n), unde @ (n) este indicatorul lui Euler al numarului
natural n.

2) Grupurile simetrice O O, O3 O, sunt rezolubile.

(Grupul de permutari al multimii {1,2,...,n} se numeste grupul simetric de grad n,
notat ¢ sau §' ).

Intr-adevir, consideram grupul altern A, (format din toate permutarile pare ale lui

!
o, ) A, estesubgrup normalallui & st & / 4 ={-1,1}. 4 are %elemente.

Studiem grupurile 4 , pentrun=1,2,3,4.

Pentrun=1, 4 ={e};pentrun=2, 4 = {e}.Dacdin=3, A, este ciclic(are trei
elemente) si deci abelian. Rezultd ca -, ¢, g, sunt rezolubile.

Pentrun=4, [, are 12 elemente. Consideram in 4, elementele:

H= {eti =(12)(34), , = (13)(24), t; = (14)(23)}. Evident H < 4, .
Au loc relatiile:

£ = t=tmetib=tt =t tits = tst =t 5 tats = tsto = t1.
Deci H este un subgrup al lui 4, . Mai mult, H este abelian i este un subgrup normal in
O, Intr-adevir, demonstram ca ata’ e H, pentru orice ae O. siie {1,2,3,4}. Cuma

este un produs de transpozitii, este suficient sa consideram cazul cand a este o
transpozitie:

a=(12); (12)t:(12) =t;; (12)t2(12) = t3; (12)t5(12) = t;

a=(13); (13)t:(13) =t3; (13)t2(13) = tp; (13)t3(13) = t;;

a=(14); (1Ht:(14) =t; (14)t2(14) = t;; (14)t3(14) = t3;

a=(23); (23)t1(23) =1t2; (23)t2(23) =115 (23)t3(23) = t3;

a=(24); (2Ht1(24) =t3; 2H)12(24) = ty; (24)t:(24) = ti;

a=(34); 3Hti(34) =t1; BHt2(34) = t3; B34)t:(34) = to.



Deoarece /4, /H are trei elemente, inseamna ca este grup ciclic, deci abelian.
Atunci 4, este grup rezolubil. Deoarece ¢,/ 4, este izomorf cu grupul {-1,1}, in
raport cu operatia de inmultire, rezultd c@ ¢, este rezolubil.

Deci, pentru ¢y, se construieste urmatorul sir normal de subgrupuri cu factorii

grupuri abeliene: (¢) c K < 4 . SO in care:
K= {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, numit grupul lui Klein.

3) Grupurile o , pentru n>5, nu sunt grupuri rezolubile.

Demonstratie: prin metoda reducerii la absurd. Presupunem ca o, ar fi rezolubil.
Atunci ar exista un sir rezolubil: o, = Gy ©G; 2....2Gm = (¢); (1). Demonstram ca
acest fapt ne conduce la o contradictie. Spunem ca o permutare ue o, este un ciclu,
daca exista 1< 1y, 1, ..., Iy < n distincte, astfel incat u(iy) = ix+1, k = 1,2,...s-1 siu(is) =
i1, iar u(j) = j, pentru j# 1, i,..., is. Cclul de mai sus se noteaza, de obicei, cu (i 1;...1s)
si se numeste lungimea lui u. O transpozitie este un ciclu de lungime 2.

Fie G un subgrup al lui o, , care contine toate ciclurile de lungime trei si H ,un

subgrup normal In G, cu G/H grup abelian. Fie (ijk) un ciclu de lungime trei din G.
Consideram, de asemenea, ciclurile (jis),(kit), unde 1<1,j,k,s,t <n sunt numere distincte.

Atunci v = (jis)'l(kit)’l(jis)(kit) = (ijk). Deoarece G/H este grup abelian, rezulta ca
(ijk) e H si deci H contine si el toate ciclurile de lungime trei. Aplicand rezultatul de mai
sus, sirului (1), rezuta ca, fiecare Gy, 1= 0,1,...,m, contine toate ciclurile de lungime trei,
ceea ce este imposibil.

Mai mult, pentru n>5, A, nu contine subgrupuri normale proprii(adica diferite de (1)
side Ap). Un astfel de grup se numeste grup simplu.

4) Exemplu de grup Galois.
Fie Q(+/3) = {atb+/3/a, be Q!. Este limpede cd [Q(~/3): Q] =2 5i Q(+/3) este 0

extindere normali a lui Q, ca fiind corpul de descompunere al polinomului X* - 3.
Rezulta ca grupul lui Galois G(Q( NE) )/Q) are doud elemente si anume aplicatia identica

a lui Q(+/3) si automorfismul & : Q(v/3)—>Q(4/3), o (atb/3)=a-b+/3.
Comentarii. 1) Fie K o extindere arbitrara a lui k. Notam cu G(K/k) multimea
k — automorfismelor lui K. G(K/k) Impreuna cu operatia de compunere a functiilor este
un grup. Elementul neutru al acestui grup este functia identica 1x:K —>K, 1g(x) = x.
Grupul G(K/k) se numeste grupul lui Galois asociat extinderii K.

2) Daca K este o extindere normald a lui k, atunci G(K/k) este un grup finit
avand ordinul egal cu [K:k].
5) Exemplu de extindere normala.

a) Q(\/E )= {at+b V2 /a,be Q} este o extindere normali a lui Q. Intr — adevir,

[Q(~+/2 ):Q] = 2 si cojugatul lui a+b+/2 este a- b+/2.
b) C este o extindere normala a lui R.
Intr — adevar, [C:R] = 2 si conjugatul lui a+bi este a-bi.

6) Exemple de corpuri de descompunere.
a) Fie polinomul f= X* - 2 € Q[X]. Ridicinile lui fsunt:4/2 , -4/2 , i4/2 ,-i¥/2 .



Atunci corpul de descompunere al lui f este:
E=Q(¥2,-42,i42,-i42)=Q(. 42).
b) Daci consideram tot polinomul f=X* — 2, dar cu coeficienti in R[X], atunci
corpul de descompunere al lui f peste R este:

E=R(/2,-42,i¥2,-i42)=R3{@ =C.

7) Pentru orice numar prim p = 5, existd un polinom f de grad p, avand grupul Galois
asociat izomorfcuo,. Cum o, pentru p>5, nu este rezolubil, rezulta ca ecuatia =0,

nu este rezolvabila prin radicali(relativ la corpul Q).
8) Fie fe R[X], un polinom arbitrar. Ecuatia f= 0 este rezolvabila prin radicali, relativ la
corpul R.

Intr — adevir, fse descompune intr — un produs finit de polinoame de grad <2,
cu coeficienti in R. Atunci putem presupune fe R[X] cu gradf<2. Dar ecuatia f= 0 este
rezolvabild prin radicali, relativ la corpul R. Greutatea, insa constd in faptul de a scrie
un polinom fe R[X], ca un produs finit de polinoame ireductibile de grad <2.

9) Fie n>1, un numar natural. Notam cu m;, m;, ...,m, numerele naturale mai mici
ca n si prime cu n. Sa se arate relatiile:

r 2m. -1 r 2m. -1

a) > sin—-—-=0; » cos——— €Z.
J=l n J=l n

b) n divide 2(m;+my+.....+m;).

Rezolvare.
Cele r = ¢ (n) radacini ale unitatii de ordinul n de forma:

2 T 2m_'72'
L +isin /

(D) X, =cos ,j=1,2,....,r, se numesc radacini primitive de
J

n
ordinul n ale unitatii. (Fiecare din aceste r radacini, este un generator al grupului
ciclic U, al radacinilor de ordin n ale unitatii si acestia sunt singurii generatori ai lui
Un).

r 2m . -7 2m -7

Polinomul (I)n(X ) = H(X —cos m, = isin m, ) se numeste
n n

J=1
cel de-al n-lea polinom ciclotomic. El are gradul r = ¢ (n).
In cele ce urmeaza, pentru simplitate, vom nota (uneori) o ridicina a unititii(de un
anumit ordin) cu &, iar prin P vom intelege multimea radécinilor primitive de
ordin n ale unitatii. Avem notatiile:

U, =i{xeC/x"=1} = {cos 27 yisin 257 1k = 0,1,2,....n-13.
n n

2 7T 2m .7

P, = {cos m, =, isin m, /0< mj <n-1,(mn) =1,j=12,..r}.
n n
Observimeca P < [J si @, (X) = H(X —¢&). Vom demonstra doua leme.

¢ep,
Lema 1. Pentru orice ne N, n>1, are loc egalitatea: X" -1 = H(I)d(X) .

d/n



Demonstratie.
Aratam cé familia de multimi { P /d divizor natural lui n}, este o partitie

a multimii {/ = a tuturor rddacinilor de ordin n ale unitétii. Aratam ca:

nU,= UP:;

d/n
2) p " np " @, pentru orice d;, d; divizori naturali distincti ai lui n.

Pentru a demonstra 1), sd observam, mai intai, ca daca dy/n, atunci pentru orice
o . du . .o n ~ o <
e Pdu avem & €[] (caci 5 =1 implica&" = 1), ceea ce inseamna ca Pdu <,

Rezulta UPd c (J,- Pentru cealalta incluziune ,consideram un element arbitrar,
d/n

sely,, &= coszk—7r + 1sin 2kx ,cu0< k < n-1. Simplificand fractia k/n prin (k,n)
n

n
obtinem o fractie ireductibila q/dy, unde (q,do) = 1 si dy divide n. Atunci elementul
2 . . o
& = cosﬂ +1 smzq—ﬁ apartine multimii UPd .
0 0 d/n

Pentru a demonstra 2), vom arata ca, dacd existd § € P, n p ., atuncid; = da.
Intr - adevar, dacd £ e P i np ,, putem scrie:
2k, - . 2k, - 2k, - .
& =cosM +1isin k- = cos ky -7 +1isin
1 1 2 2
(ky, d;) =1, respectiv 0< k, < dy — 1, (kyi,ko) = 1. Rezulta:
2k1-7z=C 2k, . . 2k -7 2k, - . 2k, - 2k,-7m

(0N} S1 81 m S1 cum ,
d, d, d, d, d, d,

2k - 2ky,-m . .. .
y = o adicda — = —=. Deoarece un numar rational pozitiv se
1 2 2

reprezintd, in mod unic, ca fractie ireductibila(cu termeni naturali),din ultima egalitate,
rezultd : k; =k, sid; = d,. Tindnd seama de rezultatul stabilit, de definitia polinomului
ciclotomic si de descompunerea in factori liniari a polinomului X" — 1, putem scrie:

X'-1=[]Jx-8= [Jx-=]]]]x-8 =]]D,X) silemaleste
¢, gedunpd dinéep, din

demonstrata.
Lema 2. Pentru orice ne N, n> 1, polinomul () (X) are coeficienti intregi.

2k, -1

,undeOS k] < dl—l,

cos €[0,27)

deducem ca

—_

Demonstratie: prin inductie dupa n.
Pentrun =1, avem: (P, (X) =X -1eZ[X].
Presupunem teorema adevératd pentru toate polinoamele @, (X), k<nsisdo

demonstram si pentru n. Conform lemei 1, avem:

X" -1 . ) .
b, (X) = —=—-———-;polinoamele P (X) cu d<n sunt in baza ipotezei de
[1d,0
d/n,d<n

inductie, polinoame cu coeficienti intregi si sunt polinoame unitare(orice polinom
ciclotomic este unitar, adica are coeficientul dominant egal cu 1 — din definitie).



Rezulta ca polinomul g = H @, (X) este un polinom unitar cu coeficienti intregi.
d/n,d<n

Dar polinomul P, (X)este catul impdrtirii polinomului X" - 1€ Z[X], prin polinomul
unitary g € Z[X]. Tinand seama de modul efectiv cum se face o impartire de polinoame,
rezultd ca acest polinom cat este cucoeficienti intregi. Asadar, o (X) € Z[X] si, lema 2
este demonstrata.
a) Polinomul ciclotomic @ (X) are radacinile X, 2 e+ X, » CAT€ APAT in (1).
Tindnd seama ca (P, (X) este un polinom unitar si are coeficientii intregi (lema

2), folosind formulele lui Viete, rezulta ca suma x, T----Tx, osteunnumar
1 r

r 2m ;. -1 2m; -1 r 2m . -1
intreg. Asadar Z(cos I — +isin—-— ) e Z, adici ( Z(cos L)+
n n

= =
m; -7

r 2m, -7
=0si Z(cos L )eZ
j=1 n

b) Pentrun=1 sin= 2 se verificd usor. Pentru n>3, demonstram ca n divide
m; tmy +.....4+m,. Avem:

r 2m. -1 r 2
(Zsin ! )e Z, de unde rezulta ZSin
j=1 n

J=1

r 2m . -7 2m . -7
@D, - =]J](-1-cos—-—-isin ) =
j=1 h
r m, -7 m, -7 m, -7
= (-1)" [J12cos——(cos —— +isin——)] =
g n n n
. I Z_;m]ﬁ Z_;m]ﬁ
= (-1)"2'(J Jeos——) (cos+ +1sin-———).Deoarece (P < Z[X],
g n n n §
Z m; -7
rezultd ca (P, (-1) este un numar real (chiar intreg), deci  sin = =0
n
Z m;- -7z .
. - . ~ - i=1 .
Exista atunci q natural, astfel 1ncat]T =qr, deci Zm ; =qn.
j=1
10) Sa se calculeze polinoamele ciclotomice:Fy, F,....,F¢ si F,,, pentru p numar

prim.

.....

tuturor radacinilor primitive) de grad n, se numeste al n-lea polinom ciclotomic si se
noteazd cu [ (saucu (P, ). (Avem relatia: X'—1= HFd ,d>1;n= Z(od ;d>1))

d/n d/n
Evident, Fi =X -1
F,=X+ 1 (-1 este radacina primitivd de grad 2 a unitatii, {-1,1} este grupul
radacinilor 2 — are ale unitatii).
F;=X’+X+1(X’-1=F F;=(X-1F;).
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Polinomul F4 se obtine facand catul: X
[1£ (X -1)(X +1)

d/4;d#4
6 3 3
Lafel Fom et = XD D o vy
[1F, x-DX+DX°+X+1)
d/6;d#6
X7 -1

Fp,= 7 =XP'+ XP?+ . +X+ 1. Inparticular Fs = X*+ X> + X> + X + 1.
1

11) Fie u :N—Z, functia definita prin
u(n) =

0, daca n se divide prin padatratu  unui  numau  prim.
(-1)*, daca n=p,.p, unde {p.} sunt numere prime distincte.

1, daca n=1.

Sa se arate ca:
i) 1 este functie multiplicativa, adicad x (nm) = x (n) ¢ (m), daca (n,m)=1;

i) Zﬂ(d) _ {1, daca n=1.

T 0, daca nr1.

i) Fo(X) = [ (X" =1)*'”", unde Fy(X) este al n-lea polinom ciclotomic.

d/n
Functia © se numeste functia lui Mobius.

Rezolvare.

il) Fien>1,n= le.r’ , Pi #pj, pentrui # j. Singurii divizori d ai lui n, pentru care
i=1
4 (d) # 0, sunt :
{L,p1,P25- - -sPn> P1P2s- - >PiPjs- « -+» PIP2D35 -« -5 PiPiPr sevvvv-e- , PiP2----.. ps }. Deci Zu(d)=

d/n

- 4+ iy(p[) X upp) + ottt (iprp) = 1= C' 4o tC1) O =

<]
—(1-1)=0.
iii) Notam g(d) = X~ 1. Folosind : X" — 1 = [ | £, , avem: g(n) = [ [ £, si deci

d/n d/n

I g(g)m) “TITIF =TIF"" = [1FZ"" =Fa in baza lui ii).

d/n d/n d,/g dd'/n d'/n

12) Sé se determine ' . F' .. [ . ..
nms eN. Observaticd /', = F (X" ), .= F (X" )si

pentru p,q,t numere prime distincte, iar



n=1_m-1,s-1

— )
F g F ot (X ).
Sa se scrie efectiv forma polinoamelor: Fs , Fo , Fi9, F12, F72, Fiso.

Rezolvare.
Folosind exercitiul precedent, avem:

F, = (X" - DO (X - )Ew) [Tx? - 1D)“*” Dar u(p')=0, pentrui=2 si

i>2
= X" -1 P (p-D) P (p-2) . P
rezultd: [, = P =X +X o +1.Deci [/, = F (X7 ).
X —
Folosind exercitiul precedent, obtinem: [F* ., =
P"q

= (X p"q" _1)/1(1) (Xp”"q'” . l)ll(P) (X p'g" 1)/!(61) (X Pl l)ﬂ(pq) , deoarece pentru
ceilalti divizori d avem u(d)= 0. Rezulta:
o= (X7 - -y @M=y -))

e oy oy (=D -]
P SRS G |

X7+ X7 441

n-1_m-1 .o
unde Y=X” 7 | adica

_ gt .
Fp,,qm qu X ), 1ar qu

Obtinem:
Fy=F,= F,(X)=X'+1, F = F.= F(X)=X"+X+1,
_X5+1_ 4 3 2 1 _ _ 2N ~A 2
F.= Y21 =X -X+X-X+1, . =F,.=F X)=X"-X"+1,

F.=F, (X??)=X*-X"+ 1. Analog, deducem: F= F, (X%, unde

XD =D =X -1 X% 41 XY -X+1
30 X -npXPT DX DX -1 (XP+DXP-X+1)  X*-Xx-1
=X+ X -X X' - X+ X+ 1.
Deci 7 =X®+ X% X X* - X"+ X +1.

13) Sa se descompuna in factori ireductibili in Z[X], polinomul: ), G B
Rezolvare.

X" -1= HF ', . Deoarece Fq4 sunt toti ireductibili, rezultd ca
d/12

descompunerea dati, este exact descompunerea lui X'> — 1 in factori ireductibili.

Deci X'? — 1 =F F, F; F4Fs Fo =

=X - DX+ DX+ X+ D)X+ )X - X+ 1)(X* =X+ 1), conform exercitiilor 10
si12.

14) Fie K un corp algebric inchis, ¢ un numar natural prim diferit de
caracteristica lui K, iar [/ grupul radacinilor de grad n ale unitatii din K
(n>2).

Sa se arate ca:



Vq = UU , esteun subgrup al grupului multiplicativ al elementelor nenule
teN

din K, izomorf cu Z,/ Z, unde Z, este inelul de fractii al lui Z in raport cu
sistemul multiplicativ {1, q, ....., ¢’,....}.
Rezolvare
Fie £ #1 o radacind q — ara a unitatii in K. Observam cd orice radacind x a

.. ! O qe o o e e o A A o o + .
ecuatiel Xq - ¢ este radacind primitivd in [J S Intr-adevar, daca ordx < qt 1, atunci

t+1 t

ar rezulta ordx/q", deoarece ordx/q"", cici xq = gq = 1. Obtinem 1 = x? = &, ceea

ce este fals. Construim prin recurentd sirul urmator:

. - v Iv ¢ w o . 1/
X1 = &, X2 = &4 (adicd o ridicini a ecuatiei x4 = &),.... X=X ...

Evident x; genereaza U e

f

Fie aplicatia f; : Z(/Z — V, definita prin - (clsﬂ[ modZ) = x, ", unde te N, iar me Z .

'
. m _m .m_m
Dacd — =—modZ, atunci — = —- +r, re Z. Presupunem de exemplu, t > t’. Avem :
9 49 9 49
m'q"™" +rq m'g"™" m' g " . . < . o
X = X; =X, = X, (deoarece y, = y)sirezltad ca f; este bine definita.

Evident, {; este morfism de grupuri si kerfy = (0). Dar, observam ca x; € Imf; pentru

oricei > 1. Cum { xl.} 1 genereazd V, deducem ca {; este izomorfism.
i>
15) Fie k un corp finit de caracteristica p > 0. Sa se arate ca:
i) Pentru orice numir natural n, existd un polinom ireductibil de grad n, in
K[X];
ii) Pentru orice polinom P ireductibil in k[X], exista ne N, astfel incat:
P/ X" - X
Rezolvare.
i) k fiind finit, are un numar de p° elemente, s> 1. FieneNsi G [/ - corpul de

descompunere al polinomului X X peste k. Fie x € (5 Fp un gerator al

grupului multiplicativ (5 Pp .Avem : k(x)= G F o si [k(x):k] = n. Evident minimal

al lui x este ireductibil in k[X] si de grad n.
i) Fie P un polinom ireductibil din k[ X] si x o rddacina a sa intr-o extindere a lui k.
Evident k(x) este inca finit si coincide cu multimea radéacinilor unui polinom de forma:

X pn _X ne N, intr-o extindere algebric inchisa a lui k. in particular, avem

xpn -x=0§ideciP/Xpn - X.

16) Sa se afle care dintre urméatoarele extinderi sunt normale:
i) Q< Q(a), unde a este o radacina a polinomului X?-2.

ii) Q(i,\/g )< Q(I,\/g ,b), unde b este o radacina a polinomului X -2.
iii) GF,(X") < GF,(X).



iv) GF,c GF,I[X1/(X*+X+1).
Rezolvare.

X® — 2 are in Q(a) doar radicina a. Deci, i) nu este noemala.
. .. o o qe e . . <3
Extinderea ii) este normald, deoarece radacinile lui X° — 2 sunt de forma:

L o )
Extinderea iii) este corpul de descompunere al polinomului Y> — X* €
e GF,(X*)[Y](ambele solutii (X) coincide), deci este normala.

Extinderea iv) este normala,deoarece orice extindere finitd a unui corp finit
este normala.

a, pa, p'a,iar p =

17) Sa se arate ca orice extindere algebrica a unui corp perfect este perfect.

Fie k un corp perfect si k c K, o extindere algebrica a lui k. Deci kc L este o
extindere separabila. Deducem ca extinderea K — L este separabila, si deci K este
perfect.

18) Fie kc K o extindere de tip finit de corpuri, de caracteristica p> 0. Sa se arate
ca daca K este un corp perfect, atunci extinderea k c K este algebrica si k este
un corp perfect.

Rezolvare.

o . 1/ p* .
Daca x €K, este un transcendent peste k, atunci  x © €K, pentru orice

se N, K fiind perfect. Dar extinderea k — k(x, xl/p, e xl/ps ,....)nu poate fi de tip finit,

ceea ce contrazice ipoteza. Deci k c K este algebrica.

Daca k nu este perfect, alegem x e k — kP, ca si mai sus, K contine
1/ p? 1

K( xl/p’ ¥ "m’x/ps’_,_)sinupoateﬁdetipﬁnitpeStGk

19) Sa se gaseasca elementul primitiv al extinderilor Q — Q(\/g ,ﬁ ),
QcQ(3,42), GF (X)) € GF(X).
Are extinderea (FF'.(X°,Y°) c (GF.(X.Y) un element primitiv?
Rezolvare.
V3-(=3)
V-1’

Elementul /3 +4/7 genereazd prima extindere, deoarece 1#

si este si suficient, conform demonstratiei teoremei elementului primitiv.
Similar, observam ca Y2 +i3 , genereaza a doua extindere, deoarece
i3 = (=iyf3)
1+
—1+iy/3 )
2

. Extinderea, admite ca element primitiv, pe orice element de
V2(1-

forma: ¥/2 +ai/3 , cu aeQ— {0}.
A treia extindere este generatd de X(are element primitiv, desi nu este separabild)
Extinderea (FF'.(X°,Y”) < GF(X,Y), nu admite un element primitive.



Intr -adevar, dacd Pe GF(X.Y), atunci:
[GF.(X°,Y",P): GF.(X°,Y*)] < 5, deoarece P este solutie a polinomului

Z5 - f)5 e GF.(X’,Y*)[Z].Pe de alta pare, avem:
[GFS(XS,Y) : GFS(XS,YS)]=5 sil]GF(X,Y): GFS(XS,Y)]=5, intrucat XsiY
sunt solutii ale polinoamelor Z5 - XS respectiv Z5 - Y.S Deci gradul extinderii

GF.(x*.7°) c GF.(X,Y)este 25, si nu putem avea (G (X ,Y°,P)=
G F(X.Y). Teorema citata nu se aplica, extinderea nefiind separabila.

20) Fie k un corp de caracteristici p> 0, f=X? — X + a e Kk[X], un polinom
ireductibil si x o ridacina a lui f intr—o inchidere algebrica a lui k.
Sa se arate ca extinderea kc k(x) este normala si separabila.
Determinati grupul Galois G(k(x)/k).
Rezolvare.
Polinomul f are, in k(x) solutiile: {x, x+1,....,x+p-1}, care sunt evident
diatincte. Intr-adevar, daca 0 <i<p, atunci avem

(x+i)? — (x+i)+a = x" —x+a+i’ -1 = 0, deoarece ie (FF ,S k si elementele lui
GF , sunt solutiile ecuatiei X" = X. Deci k(x) este corpul de descompunere al

polinomului f peste k. In plus x fiind separabil, extinderea k — k(x) este separabil si
deci galoisiana de grad p. Deci G(k(x)/k) are p elemente, de unde rezulta:
G(k(x)/k)=Z/pz.

k-automorfismul u:k(x) — k(x), definit prin u(x) = x+1, genereaza, evident
G(k(x)/k), adicd avem G(k(x)/k) = {1,u,u’,....u""'}.

21) Fie K corpul de descompunere al polinomului X° — 2 peste Q.
Determinati grupul Galois G(K/Q) si toate subcorpurile lui K.
Care dintre acestea sunt extinderi normale ale lui Q?
Rezolvare.
Avem: K = Q(i\/§ A2 ) si [K:Q] = 6. Deci G(K/Q) are 6 elemente(extinderea
QcK este galoisiana, deoarece ea este normald(corp de descompunere al unui polinom)
si separabild(caracteristica zere)), el este izomorf cu S; sau cu Z/6Z.
Aratam ca el este izomorfcu S; .
A da un Q-automorfism u al lui K revine la a
da u(i\/g ) siu( V2 ), care nu pot fi decat radacini conjugate cu iv3, respectiV{/E .
Alcatuim urmatorul tabel:

2 2
1 vu \% Vu

u \'%
2 2 2 pi2 pi2 p*2 p*2

i3 i3 i3 i3 i3 i3 i3




—1+iV3
2

alegerea luiu si v, adica: (uv)(%/a) = V({/E) = pi/g si (vu)(i\/g) = V(-i\/g) =-i4/3.

Evident, (uv)(3/2) =u(p3/2) =u(p)u(3/2) = p>3/2, (uv)(i/3) = u(i,/3) = -i+/3, deci

uv = v’u # vu, adica G(K/Q) este necomutativ si izomorf cu S (u— transpozitie;

v — permutare pard # I, adica ciclu de lungime trei).

Subgrupurile proprii ale lui G(K/Q) sunt:
H, = {Lu}, H, = {I, vu}, H3 = {I,v*u} si Hy = {Lv,v*}.

Determinam subcorpurile lui K fixate de ele. Evident, u invariaza Q({/E );

unde p= , ( p*este conjugata lui p ). Calculele au fost ficute tinAnd cont de

deci Fi(notam prin F;, i = 1,..,4, corpul fixat de H;), contine Q(%/E ). Conform teoriei lui
Galois, avem :[K :F;] = ordH; = 2. Pe de alta parte, [K:Q(%/E )] =2, de unde rezuta:
[F1:Q(¥/2)] = 1, adicd F; = Q(¥/2). La fel, observim c:

F,= Q(p“\/E ), F3=Q( p3\/§) siFy= Q(i\/g ). Deoarece F4 este extindere patratica a
lui Q, ea este o extindere normala.

Extinderile F/Q, i=1,2,3 nu sunt normale. Observam ca H; nu sunt subgrupuri
normale in G(K/Q), pentru i=1,2,3 pe cand H4 subgrup normal, deoarece are idicele 2.

22) Determinati grupul lui Galois Q < Q(, 2 ) si toate subcorpurile lui Q(, 2 ).
Care dintre acestea, sunt extinderi normale ale lui Q?
Rezolvare.

Observam ca extinderea Q < Q( 2 ) are gradul 4, X*-2 este polinomul
minimal al lui 4/2 , 1ar extinderea Q( 2 )= Q( 2 ,1) are gradul 2.
Deci G(Q(4, 2 )/Q) are 8 elemente(extindera Q < Q(i, 4\/5) este galoisiana, deoarece
este normali(este corpul de descompunere al polinomului X*-2) si evident separabili).

Descriem modul cum actioneaza elementele Iui G(Q(4, 2 )/Q), pe generatorii extinderii
din urmatorul tabel:

1 u \% v v vu uv vu
2 (42 |42 i |42 [tz i L2 |42
1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1

Deci G este necomutativ (vu # uv) si cum v' = u® = I, deducem ci el este diedral.
Subgrupurile proprii ale G sunt:
H, = {Lu}, H, = {Lv,v*, v'}, H3 = {Lv*}, Hy = {Lvu}, Hs = {Lu,v}, Hs = {I, V*, u},
H; = {I,Vz,u , Vzu}, Hg = {L, vu, uv, v'}.
Determinam corpurile F;, i = 1,2,...,8 fixate de Hi. Evident, H; invariaza pe Q(‘{/E) si
cum [Q(4/2,):Q(4/2 1=2 = ordH,, rezultd F; = Q(4/2 ). La fel F> = Q(i), Fs = Q(1,4/2).
Un element ¢ Q invariat de vu, se gaseste mai greu, de aceea proceddm astfel :
1) Gasim un element x al extinderii Q < Q(i, 2 )(de exemplu: i+ 2 ).
i1) Observam ca y = x+(vu)(x) este invariant de vu (daca ord vu ar fi fost n, atunci
am fi luat x+(vu)(x)+.....+(vu)"'x).




In cazul nostru y = 42 +i+id2 -i= 42 (1+1). Avem extinderea: Q < Q( 42 (1+1)) de
grad 4, caci Qc Q(i\/z ) este de grad 2(polinomul minimal fiind X*+2), iar

Q(i\/z ) Q(‘{/E (1+1)) este tot de grad2(polinomul minimal fiind: X2-2i+/2 ). Deci
[Q(4/2 ,i): Q(¥/2 (1+))] = 2 = ord Ha, de unde rezulti F, = Q(4/2 (1+i)).

La fel F7=Q( V2 ),iar Fg = Q(i\/z )(atentie F3 contine strict Fg).
Se observa ca F,,F7,Fg sunt extinderi normale ale lui Q,fiind patratice(sau Ha,
H7,Hg sunt de indice 2).
De asemenea Q < F3 este normala, fiind corpul de descompunere al lui
(X*+1)(X2-2).
F4 si Fs nu sunt extinderi normale ale lui Q, deoarece Ha, Hs nu sunt divizori

normali(de exemplu: v (vu)v = uve Hy).
Evident, F; si Fg nu sunt extinderi normale ale lui Q.



